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Ââåäåíèå
Ïðîáëåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèß êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãèäðîäè-
íàìèêè çàíèìàëèñü ìíîãèå ó÷åíûå íà ïðîòßæåíèè áîëåå 150 ëåò. Îáçîðû íåêî-
òîðûõ îïóáëèêîâàííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåíû â [1]  [7].
Íåñìîòðß íà çíà÷èòåëüíûå äîñòèæåíèß, íà îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ î äåòåð-
ìèíèðîâàííîì îïèñàíèè òå÷åíèé íåñæèìàåìîé âßçêîé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
òðåõìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé ÍàâüåÑòîêñà äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åí îòâåò.
Ýòî  òàê íàçûâàåìàß øåñòàß ïðîáëåìà òûñß÷åëåòèß [4]. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèß îñíîâíîé íà÷àëüíîêðàåâîé çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ÍàâüåÑòîêñà
áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ Å. Ôîà è Ä.Å. Äîëèäçå [1], [2], [5], [8]. Äæ. Ñåððèí [2]
îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé òå÷åíèé ñæèìàåìûõ âßçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ
ñðåä.
Â 1994 ã. àâòîðîì áûëà ïðåäëîæåíà åùå îäíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëß îïèñà-
íèß äâèæåíèé ñëàáîñæèìàåìîé âßçêîé æèäêîñòè, ïîëó÷èâøàß íàçâàíèå êâàçèãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîé (ÊÃÄ) [9]. Îíà îòëè÷àëàñü îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû Íàâüå
Ñòîêñà äèâåðãåíòíûìè ÷ëåíàìè ñ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì τ , èìåþ-
ùèì ðàçìåðíîñòü âðåìåíè è çàâèñßùèì îò ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå cs. Â ïðåäåëå
ïðè cs   ª ÊÃÄ óðàâíåíèß ïåðåõîäèëè â óðàâíåíèß ÍàâüåÑòîêñà.
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Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà òàê æå, êàê è ñèñòåìà ÍàâüåÑòîêñà äëß
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ßâëßåòñß äèññèïàòèâíîé è îáëàäàåò øèðîêèì ñïåêòðîì
òî÷íûõ ôèçè÷åñêè àäåêâàòíûõ ðåøåíèé [9]  [13]. Ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû, ëåæàùèå
â îñíîâå åå âûâîäà, íàèáîëåå ïîëíî èçëîæåíû â [11]. Ñòàòüè [12]  [16] ïîñâßùåíû
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ÊÃÄ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëß ïîëíîé êâàçèãèäðî-
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è åå áàðîòðîïíîãî ïðèáëèæåíèß À.À. Çëîòíèêîì äîêàçàíû
ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß çàäà÷è
Êîøè. Äëß ëèíåàðèçîâàííîé ÊÃÄ ñèñòåìû èì æå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñò-
âîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè è íà÷àëüíîêðàåâûõ
çàäà÷ íà ïðîèçâîëüíîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå, âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåð-
ãåòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà.
Â ïîñëåäíåå âðåìß èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñß íàó÷íîå íàïðàâëåíèå, ñâßçàííîå ñ
ïîñòðîåíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ãèäðîäèíàìèêè íà îñíîâå ïîëíûõ è óïðî-
ùåííûõ ÊÃÄ óðàâíåíèé [11], [17]  [19]. Ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàâèñßùèõ
îò τ ÷ëåíîâ âûñòóïàþò çäåñü êàê ýôôåêòèâíûå èñêóññòâåííûå ðåãóëßðèçàòîðû,
îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.
Â íàñòîßùåé ðàáîòå ïîñòàâëåíà îñíîâíàß íà÷àëüíîêðàåâàß çàäà÷à äëß êâà-
çèãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ñëàáîñæèìàåìîé âßçêîé æèäêîñòè è, â
ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè åå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèß, äîêàçàíà åãî åäèí-
ñòâåííîñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ïîñòîßííûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëßåòñß î÷åíü âàæíûì â ïëàíå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèß
óêàçàííîé ñèñòåìû ÊÃÄ.
1. Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà äëß âßçêîé ñëàáîñæèìàåìîé æèä-
êîñòè è ïîñòàíîâêà îñíîâíîé íà÷àëüíîêðàåâîé çàäà÷è äëß íåå
Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàß ñèñòåìà äëß îïèñàíèß òå÷åíèé ñëàáîñæèìàåìîé âßç-
êîé æèäêîñòè áåç ó÷åòà âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë ßâëßåòñß äèññèïàòèâíîé [9]  [11]
è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì äèâåðãåíòíîì âèäå:
div Ñu   div Ñw, 1.1
ρ
∂Ñu
∂t
 ρ div Ñua Ñu ©p   2η div ÂσÑu  ρ div  Ñw a Ñu  Ñua Ñw. 1.2
Çäåñü ÂσÑu  òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé:ÂσÑu   1
2
©a Ñu  ©a ÑuT .
Âåêòîð Ñw, ñâßçàííûé ñ âåêòîðîì ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû Ñjm ñîîòíîøåíèåì Ñjm  
ρÑu  Ñw, âû÷èñëßåòñß ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèßÑw   τŁÑu   ©Ñu  1
ρ
©p.
Ïëîòíîñòü ρ, êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âßçêîñòè η è õàðàêòåðíîå âðåìß ðåëàê-
ñàöèè τ ñ÷èòàþòñß çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ðåëàêñàöèîííûé
ïàðàìåòð τ îïðåäåëßåòñß ïî ôîðìóëå
τ   η
ρ c2s
,
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ãäå cs  èçâåñòíàß ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå. Â çàïèñè ñèñòåìû (1.1)  (1.2), çàìêíóòîé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé  ñêîðîñòè Ñu   ÑuÑx, t è äàâëåíèß p   pÑx, t,
èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèß èç òåíçîðíîãî àíàëèçà. Íàïðèìåð, äèàäàÑua Ñw ïðåäñòàâëßåò ñîáîé òåíçîðèíâàðèàíò âòîðîãî ðàíãà, ïîëó÷åííûé êàê ïðß-
ìîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ Ñu è Ñw. Â ïðåäåëå ïðè cs   ª ÊÃÄ
ñèñòåìà ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ÍàâüåÑòîêñà äëß âßçêîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè.
Ïóñòü V  îãðàíè÷åííàß îäíîñâßçíàß îáëàñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3Ñx
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂V , V   V 8 ∂V  åå çàìûêàíèå, Ñn   ÑnÑx  âåêòîð
âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ∂V â òî÷êå Ñx > ∂V , Q   V   0, T   îãðàíè÷åííûé
öèëèíäð â R3ÑxRt, Q   V  0, T   åãî çàìûêàíèå, T  ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî. Ïàðàìåòð t >  0, T  áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìß. Ïðèñîåäèíèì
ê ñèñòåìå (1.1)  (1.2) íà÷àëüíîå óñëîâèåÑuU
t 0   Ñu0Ñx, Ñx > V , 1.3
ãðàíè÷íûå óñëîâèß ÑuU
∂V
  Ñ0,  Ñw   ÑnU
∂V
  0, t >  0, T , 1.4
à òàêæå óñëîâèå íîðìèðîâêè äëß äàâëåíèß
S
V
p dV   0, t >  0, T . 1.5
Ðàâåíñòâà (1.4) îçíà÷àþò, ÷òî æèäêîñòü ïðèëèïàåò ê íåïîäâèæíîé ãðàíèöå ïîëî-
ñòè ∂V è îòñóòñòâóåò ïîòîê ìàññû ÷åðåç ∂V . Íà÷àëüíîêðàåâóþ çàäà÷ó (1.1) 
(1.5) áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé äëß ñèñòåìû (1.1)  (1.2).
Ñèìâîëîì C2α,αÑx, t Q, ãäå α  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåïðå-
ðûâíûõ â Q ôóíêöèé f   fÑx, t, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå â Q ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂α1α2α3βf
∂xα11 ∂x
α2
2 ∂x
α3
3 ∂t
β
äëß ëþáûõ öåëûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë α1, α2, α3 è β, ïîä÷èíßþùèõñß íå-
ðàâåíñòâó α1  α2  α3  2β D 2α. Êëàññ C2α,αÑx, t Q ñîñòîèò èç âåêòîðôóíêöèé Ñf  ÑfÑx, t   f1Ñx, t, f2Ñx, t, f3Ñx, t, êàæäàß êîìïîíåíòà fi êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò
C2α,αÑx, t Q.
Ñèìâîëîì Cα,0Ñx,t Q, ãäå α  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ â Q ôóíêöèé f   fÑx, t, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â
Q ïðîèçâîäíûå
∂α1α2α3f
∂xα11 ∂x
α2
2 ∂x
α3
3
ïðè ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ α1, α2, α3, òàêèõ, ÷òî α1+α2+α3 D α.
Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå) îñíîâíîé íà÷àëüíîêðàåâîé
çàäà÷è 1.1  1.5 íàçîâåì ôóíêöèè Ñu   ÑuÑx, t > C2,1Ñx,tQ 9C1Q, p   pÑx, t >
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C2,0Ñx,t Q9C1,0Ñx,t Q, óäîâëåòâîðßþùèå ïðè âñåõ Ñx, t > Q óðàâíåíèßì 1.1 1.2,
à òàêæå óñëîâèßì 1.3  1.5.
2. Åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèß
Èçó÷èì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé íà÷àëü-
íîêðàåâîé çàäà÷è, èñõîäß èç ïðåäïîëîæåíèß î òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ Ñu0Ñx îíî
ñóùåñòâóåò. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è 1.11.5 ßâëßåò-
ñß åäèíñòâåííûì ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ρ, η è τ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðßäó ñ Ñu, p ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøå-
íèå Ñu1, p1 çàäà÷è (1.1)  (1.5). Òîãäà
div Ñu1   div Ñw1, 2.1
ρ
∂Ñu1
∂t
 ρ div Ñu1 a Ñu1 ©p1   2η div ÂσÑu1  ρ div  Ñw1 a Ñu1  Ñu1 a Ñw1, 2.2Ñu1U
t 0   Ñu0Ñx, Ñx > V , 2.3Ñu1U
∂V
  Ñ0,  Ñw1   ÑnU
∂V
  0, t >  0, T , 2.4
S
V
p1 dV   0, t >  0, T . 2.5
Çäåñü ÂσÑu1   12©a Ñu1  ©a Ñu1T , Ñw1   τŁÑu1   ©Ñu1  1ρ©p1.
Ïóñòü
δÑu   Ñu1  Ñu, δp   p1  p. 2.6
Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ïîëîæèì ïîñòîßííóþ ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ ðàâíîé
åäèíèöå. Âû÷òåì èç (2.1)  (2.5) ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà (1.1)  (1.5). Ñ ó÷åòîì
îáîçíà÷åíèé (2.6) áóäåì èìåòü
div δÑu   div δ Ñw, 2.7
∂δÑu
∂t
 div δÑua δÑu  Ñua δÑu  δÑua Ñu ©δp   2η div ÂσδÑu
div δ Ñw a δÑu   Ñw a δÑu  δ Ñw a Ñu  δÑua δ Ñw  Ñua δ Ñw  δÑua Ñw, 2.8
δÑuU
t 0   Ñ0, Ñx > V , 2.9
δÑuU
∂V
  Ñ0, δ Ñw   ÑnU
∂V
  0, t >  0, T , 2.10
S
V
δp dV   0, t >  0, T , 2.11
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ãäå ÂσδÑu   1
2
©a δÑu  ©a δÑuT , 2.12
δ Ñw   τδÑu   ©δÑu  Ñu   ©δÑu  δÑu   ©Ñu ©δp. 2.13
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå (1.1) è (2.7), çàïèøåì (2.8) â íåäèâåðãåíòíîì âèäå
∂δÑu
∂t
 δÑu  δ Ñw   ©δÑu  Ñu  Ñw   ©δÑu  δÑu  δ Ñw   ©Ñu ©δp  
  2η div ÂσδÑu  div δÑua δ Ñw  Ñua δ Ñw  δÑua Ñw. 2.14
Òåïåðü óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.14) ñêàëßðíî íà âåêòîð δÑu:
δÑu   ∂δÑu
∂t
 δÑu   δÑu  δ Ñw   ©δÑu  δÑu   Ñu  Ñw   ©δÑu
δÑu   δÑu  δ Ñw   ©Ñu  δÑu   ©δp   2η δÑu   div ÂσδÑu
δÑu   div δÑua δ Ñw  δÑu   div Ñua δ Ñw  δÑu   div δÑua Ñw. 2.15
Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíî íåêîòîðûå ÷ëåíû, âõîäßùèå â (2.15):
δÑu   ∂δÑu
∂t
  1
2
∂
∂t
δÑu   δÑu   ∂
∂t
ŁδÑu2
2
, 2.16
δÑu   δÑu  δ Ñw   ©δÑu   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
δuj  δwj∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
δuj  δwj 3Q
i 1
∂
∂xj
Łδu2i
2
  
  3Q
j 1
δuj  δwj ∂
∂xj
3Q
i 1
Łδu2i
2
   δÑu  δ Ñw   ©ŁδÑu2
2
  
  div ŁδÑu  δ ÑwδÑu2
2
  δÑu2
2
div δÑu  δ Ñw   div ŁδÑu  δ ÑwδÑu2
2
, 2.17
δÑu   Ñu  Ñw   ©δÑu   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
uj wj∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
uj wj 3Q
i 1
∂
∂xj
Łδu2i
2
  
  3Q
j 1
uj wj ∂
∂xj
3Q
i 1
Łδu2i
2
   Ñu  Ñw   ©ŁδÑu2
2
  
  div ŁÑu  ÑwδÑu2
2
  δÑu2
2
div Ñu  Ñw   div ŁÑu  ÑwδÑu2
2
, 2.18
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δÑu   ©δp   δÑu  δ Ñw   ©δp  δ Ñw   ©δp  
  div δÑu  δ Ñwδp  δp div δÑu  δ Ñw  δ Ñw   ©δp  
  div δÑu  δ Ñwδp  δ Ñw   ©δp, 2.19
δÑu   div ÂσδÑu   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
∂σijδÑu
∂xj
  3Q
i,j 1
δui
∂σijδÑu
∂xj
 
  3Q
i,j 1
∂
∂xj
σijδÑuδui  3Q
i,j 1
σijδÑu∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
∂
∂xj
Ł 3Q
i 1
σijδÑuδui  12 3Qi,j 1 σijδÑuŁ∂δui∂xj  ∂δuj∂xi   
  div ÂσδÑu   δÑu  ÂσδÑu  ÂσδÑu, 2.20
δÑu   div δÑua δ Ñw   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
∂δujδwi
∂xj
 
  3Q
i,j 1
∂
∂xj
δujδwiδui  3Q
i,j 1
δwiδuj
∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
∂
∂xj
Łδuj 3Q
i 1
δwiδui  3Q
i 1
δwi
3Q
j 1
δuj
∂δui
∂xj
 
  div δÑuδ Ñw   δÑu  δ Ñw   δÑu   ©δÑu, 2.21
δÑu   div Ñua δ Ñw   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
∂ujδwi
∂xj
 
  3Q
i,j 1
∂
∂xj
ujδwiδui  3Q
i,j 1
δwiuj
∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
∂
∂xj
Łuj 3Q
i 1
δwiδui  3Q
i 1
δwi
3Q
j 1
uj
∂δui
∂xj
 
  div Ñuδ Ñw   δÑu  δ Ñw   Ñu   ©δÑu, 2.22
δÑu   div δÑua Ñw   3Q
i 1
δui
3Q
j 1
∂δujwi
∂xj
 
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  3Q
i,j 1
∂
∂xj
δujwiδui  3Q
i,j 1
wiδuj
∂δui
∂xj
 
  3Q
j 1
∂
∂xj
Łδuj 3Q
i 1
wiδui  3Q
i 1
wi
3Q
j 1
δuj
∂δui
∂xj
 
  div δÑu Ñw   δÑu  Ñw   δÑu   ©δÑu. 2.23
Çäåñü ÂσδÑu  ÂσδÑu   3Q
i,j 1
σ2ijδÑu
 äâîéíîå ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ òåíçîðîâ. Â ôîðìóëàõ (2.17) 
(2.19) ó÷òåíà ñîëåíîèäàëüíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé Ñu  Ñw è δÑu  δ Ñw.
Ïîäñòàíîâêà (2.16)  (2.23) â (2.15) äàåò
∂
∂t
ŁδÑu2
2
  div δÑu  δ ÑwŁδÑu2
2
 δp  Ñu  ÑwδÑu2
2

Ñu  δÑuδ Ñw   δÑu  δÑu Ñw   δÑu  2η ÂσδÑu   δÑu
2η ÂσδÑu  ÂσδÑu  δ Ñw   δÑu   ©δÑu  Ñu   ©δÑu ©δp  
  δÑu   δÑu   ©Ñu  δÑu   δ Ñw   ©Ñu  Ñw   δÑu   ©δÑu. 2.24
Äîáàâëßß â îáå ÷àñòè (2.24) ñëàãàåìîå δ Ñw   δÑu   ©Ñu, ïîëó÷èì
∂
∂t
ŁδÑu2
2
  div δÑu  δ ÑwŁδÑu2
2
 δp  Ñu  ÑwδÑu2
2

Ñu  δÑuδ Ñw   δÑu  δÑu Ñw   δÑu  2η ÂσδÑu   δÑu
2η ÂσδÑu  ÂσδÑu  δ Ñw   δÑu   ©δÑu  Ñu   ©δÑu  δÑu   ©Ñu ©δp  
  δÑu   δÑu   ©Ñu  δÑu   δ Ñw   ©Ñu  δ Ñw   δÑu   ©Ñu  Ñw   δÑu   ©δÑu. 2.25
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå (2.13), ïðåäñòàâèì (2.25) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå
∂
∂t
ŁδÑu2
2
  div δÑu  δ ÑwŁδÑu2
2
 δp  Ñu  ÑwδÑu2
2
 Ñu  δÑuδ Ñw   δÑu
δÑu Ñw   δÑu  2η ÂσδÑu   δÑu  2η ÂσδÑu  ÂσδÑu  δ Ñw2
τ
 
  δÑu   δÑu   ©Ñu  δÑu   δ Ñw   ©Ñu  δ Ñw   δÑu   ©Ñu  Ñw   δÑu   ©δÑu. 2.26
Ïðîèíòåãðèðóåì (2.26) ïî ìíîæåñòâó V. Áóäåì èìåòü
S
V
∂
∂t
ŁδÑu2
2
 dV  S
V
div δ ÑA dV 
2η S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV  1
τ
S
V
δ Ñw2 dV  
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  S
V
δÑu   δÑu   ©Ñu dV  S
V
δÑu   δ Ñw   ©Ñu dV 
S
V
δ Ñw   δÑu   ©Ñu dV  S
V
Ñw   δÑu   ©δÑu dV, 2.27
ãäå
δ ÑA   δÑu  δ ÑwŁδÑu2
2
 δp  Ñu  ÑwδÑu2
2

Ñu  δÑuδ Ñw   δÑu  δÑu Ñw   δÑu  2η ÂσδÑu   δÑu.
Äëß ëþáîãî t >  0, T  ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó
Eδt   12 S
V
δÑu2 dV. 2.28
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (2.27), èñïîëüçóß îïðåäåëåíèå (2.28), ïðàâèëî Ëåéáíèöà
(ñì., íàïðèìåð, [12]) è ôîðìóëó ÃàóññàÎñòðîãðàäñêîãî:
dEδt
dt
U
∂V
δ ÑA   Ñn dS  2η S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV  1
τ
S
V
δ Ñw2 dV  
  S
V
δÑu   δÑu   ©Ñu dV  S
V
δÑu   δ Ñw   ©Ñu dV 
S
V
δ Ñw   δÑu   ©Ñu dV  S
V
Ñw   δÑu   ©δÑu dV. 2.29
Çäåñü dS  ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂V îêîëî âåêòîðà åäèíè÷íîé âíåøíåé
íîðìàëè Ñn. Ôóíêöèß Eδt ïðèíàäëåæèò êëàññó ãëàäêîñòè C1 0, T . Â ñèëó
êðàåâûõ óñëîâèé (1.4), (2.10) è ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ïîëåé Ñu, p, δÑu, δp ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà
U
∂V
δ ÑA   Ñn dS
îáðàùàåòñß â íóëü. Ïîýòîìó
dEδt
dt
 2η S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV  1
τ
S
V
δ Ñw2 dV  
  S
V
δÑu   δÑu   ©Ñu dV  S
V
δÑu   δ Ñw   ©Ñu dV 
S
V
δ Ñw   δÑu   ©Ñu dV  S
V
Ñw   δÑu   ©δÑu dV. 2.30
Ñëåäñòâèåì (2.30) ßâëßåòñß íåðàâåíñòâî
dEδt
dt
 2η S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV  1
τ
S
V
δ Ñw2 dV D
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D US
V
δÑu   δÑu   ©Ñu dV U  US
V
δÑu   δ Ñw   ©Ñu dV U
US
V
δ Ñw   δÑu   ©Ñu dV U  US
V
Ñw   δÑu   ©δÑu dV U, 2.31
êîòîðîå âûïîëíßåòñß ïðè ëþáîì t >  0, T .
Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèì ñâåðõó âñå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (2.31). Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ëþáàß íåïðåðûâíàß íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå ôóíêöèß
îãðàíè÷åíà. Ïîëüçóßñü ýòîé òåîðåìîé, ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèßÑu, p è ñâîéñòâàìè åãî ãëàäêîñòè, óáåæäàåìñß â ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ïîñòîßííûõ M1 è M2, ÷òî âûïîëíßþòñß íåðàâåíñòâà
max
i,j 1,3
maxÑx,t>Q U ∂ui∂xj U DM1, 2.32
max
i 1,3
maxÑx,t>Q U 3Qj 1uj ∂ui∂xj  ∂p∂xi U DM2. 2.33
Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå (2.32), (2.33), èìååì
US
V
δÑu   δÑu   ©Ñu dV U D S
V
U 3Q
i,j 1
δuiδuj
∂ui
∂xj
U dV D
D S
V
3Q
i,j 1
SδuiSSδuj SU ∂ui
∂xj
U dV DM1 S
V
3Q
i,j 1
SδuiSSδuj S dV D
D M1
2 S
V
3Q
i,j 1
δu2i  δu2j dV   3M1 S
V
δÑu2 dV   6M1Eδt, 2.34
US
V
δÑu   δ Ñw   ©Ñu dV U D S
V
U 3Q
i,j 1
δuiδwj
∂ui
∂xj
U dV D
D S
V
3Q
i,j 1
SδuiSSδwj SU ∂ui
∂xj
U dV DM1 S
V
3Q
i,j 1
SδuiSSδwj S dV D
D M1
2 S
V
3Q
i,j 1
Łδu2i
ε1
 ε1δw2j dV   3M1ε1 Eδt  3M1ε12 S
V
δ Ñw2 dV, 2.35
US
V
δ Ñw   δÑu   ©Ñu dV U D S
V
U 3Q
i,j 1
δwiδuj
∂ui
∂xj
U dV D
D S
V
3Q
i,j 1
SδwiSSδuj SU ∂ui
∂xj
U dV DM1 S
V
3Q
i,j 1
Sδuj SSδwiS dV D
16 ØÅÐÅÒÎÂ Þ.Â.
D M1
2 S
V
3Q
i,j 1
Łδu2j
ε1
 ε1δw2i  dV   3M1ε1 Eδt  3M1ε12 S
V
δ Ñw2 dV, 2.36
US
V
Ñw   δÑu   ©δÑu dV U D S
V
U 3Q
i,j 1
wiδuj
∂δui
∂xj
U dV D
D S
V
3Q
i,j 1
SwiSSδuj SU∂δui
∂xj
U dV D τM2 S
V
3Q
i,j 1
Sδuj SU∂δui
∂xj
U dV D
D τM2
2 S
V
3Q
i,j 1
Łδu2j
ε2
 ε2Ł∂δui
∂xj
2 dV  
  3τM2
ε2
Eδt  τM2ε22 S
V
3Q
i,j 1
Ł∂δui
∂xj
2 dV. 2.37
Çäåñü ε1 è ε2  ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïðè ïðîâåäåíèè îöåíîê
áûëè èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåíèß âåëè÷èí Eδt è Ñw, ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà è
íåðàâåíñòâî Êîøè SaSSbS D 1
2
Ła2
ε
 εb2,
ñïðàâåäëèâîå äëß ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b è äëß ïðîèçâîëüíîãî ε A 0.
Èç (2.31), (2.34)  (2.37) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
dEδt
dt
 2η S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV  1
τ
S
V
δ Ñw2 dV D
D 3Ł2M1  2M1
ε1
 τM2
ε2
Eδt
τM2ε2
2 S
V
3Q
i,j 1
Ł∂δui
∂xj
2 dV  3M1ε1 S
V
δ Ñw2 dV. 2.38
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (2.38) ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ñ ïîìîùüþ íåðàâåí-
ñòâà Êîðíà
1
2 S
V
3Q
i,j 1
Ł∂δui
∂xj
2 dV D S
V
ÂσδÑu  ÂσδÑu dV, 2.39
êîòîðîå âûïîëíßåòñß äëß ëþáûõ âåêòîð ôóíêöèé δÑu êëàññà C2V 9C1V , îáðà-
ùàþùèõñß â íóëü íà ∂V . Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîðíà îïóáëèêîâà-
íî, íàïðèìåð, â [12]. Êîìáèíàöèß (2.38) è (2.39) äàåò
dEδt
dt
 Ł1
τ
 3M1ε1S
V
δ Ñw2 dV  Łη  τM2ε2
2
S
V
3Q
i,j 1
Ł∂δui
∂xj
2 dV D
D 3Ł2M1  2M1
ε1
 τM2
ε2
Eδt. 2.40
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Èñïîëüçóß ïðîèçâîë â âûáîðå ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîßííûõ ε1 è ε2, ïîëîæèì
ε1   13τM1 , ε2  
2η
τM2
. 2.41
Òîãäà âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû â ëåâîé ÷àñòè (2.40) îáðàòßòñß â íóëü. Ïîäñòàâëßß
(2.41) â (2.40), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî
dEδt
dt
MEδt D 0, t >  0, T . 2.42
Çäåñü
M   6ŁM1  3τM21  τ2M224η 
 ïîëîæèòåëüíàß êîíñòàíòà, íå çàâèñßùàß îò âûáîðà t.
Ââåäåì ôóíêöèþ Jδt   EδteMt è çàïèøåì (2.42) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå
eMt
dJδt
dt
D 0.
Ýêñïîíåíòà ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèß, ïîýòîìó
dJδt
dt
D 0, t >  0, T .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Jδt óáûâàåò è äëß ëþáîãî t >  0, T  èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
Jδt D Jδ0.
Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ðàâíîñèëüíîé ôîðìå
Eδt D Eδ0eMt. 2.43
Íî
Eδ0   0 2.44
â ñèëó íà÷àëüíîãî óñëîâèß (2.9) è ñâîéñòâ ãëàäêîñòè âåêòîðíîãî ïîëß δÑu. Èç (2.43),
(2.44) è (2.28) âûòåêàåò îöåíêà
S
V
δÑu2 dV D 0, 2.45
ñïðàâåäëèâàß ïðè ëþáîì t >  0, T . Èíòåãðèðîâàíèå (2.45) ïî îòðåçêó  0, T  äàåò
S
Q
δÑu2 dV dt D 0. 2.46
Óñëîâèå (2.46) ìîæåò âûïîëíßòüñß òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
δÑu   δÑuÑx, t   Ñ0 2.47
äëß âñåõ Ñx, t > Q. Èòàê, ÑuÑx, t  Ñu1Ñx, t â Q.
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Ïîäñòàâèì òåïåðü (2.47) â (2.7). Ïîëó÷èì
div ©δp   0, Ñx > V, t >  0, T . 2.48
Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.48) íà δp è ïðåîáðàçóåì ðåçóëüòàò ê âèäó©δp2   div δp©δp. 2.49
Ïðîèíòåãðèðóåì (2.49) ïî îáëàñòè V è âîñïîëüçóåìñß ôîðìóëîé ÃàóññàÎñòðî-
ãðàäñêîãî:
S
V
©δp2 dV  U
∂V
δp
∂δp
∂Ñn dS. 2.50
Ïðè δÑu   0 âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (2.10) âûãëßäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂δp
∂Ñn U∂V   0, t >  0, T . 2.51
Â ñèëó (2.51) ïðàâàß ÷àñòü (2.50) îáðàùàåòñß â íóëü. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
S
V
©δp2 dV   0. 2.52
Ïðè íîðìèðîâêå (2.11) íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå (ñì. [20]) äëß ôóíêöèè δp ìîæíî
çàïèñàòü òàê:
S
V
δp2 dV D cP S
V
©δp2 dV. 2.53
Çäåñü cP  ïîëîæèòåëüíàß ïîñòîßííàß, çàâèñßùàß òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê V . Ñëåäñòâèåì (2.52), (2.53) ßâëßåòñß îöåíêà
S
V
δp2 dV D 0, t >  0, T . 2.54
Èíòåãðèðîâàíèå (2.54) ïî ìíîæåñòâó  0, T  äàåò
S
Q
δp2 dV dt D 0. 2.55
Óñëîâèå (2.55) áóäåò âûïîëíåíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà
δp   δpÑx, t   0
ïðè âñåõ Ñx, t > Q. Òàêèì îáðàçîì, pÑx, t  p1Ñx, t â Q. Òåîðåìà äîêàçàíà. Ì
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (2.30) áûëî ïîëó÷åíî â [9]  [11], ãäå åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèß àíàëîãè÷íî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óñòàíîâëåíà ëèøü â íåêîòîðîì êëàññå
ïîëåé Ñu, p, ñâßçàííûõ ñ ýòèì ðåøåíèåì. Â äàííîé ñòàòüå åäèíñòâåííîñòü êëàñ-
ñè÷åñêîãî ðåøåíèß äîêàçàíà áåç âñßêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïî ìíåíèþ àâòîðà àêòóàëü-
íûìè ßâëßþòñß ñëåäóþùèå îòêðûòûå ïðîáëåìû:
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Ïðîáëåìà 1. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèß íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è 1.1  1.5 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T A 0.
Ïðîáëåìà 2. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøå-
íèß íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è 1.1  1.5 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T A 0.
Ïðîáëåìà 3. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèß íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è 1.1  1.5 ïðè ïðîèçâîëüíîì T A 0.
Ïðîáëåìà 4. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøå-
íèß íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è 1.1  1.5 ïðè ïðîèçâîëüíîì T A 0.
Ïðè ýòîì îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò ïîíèìàòüñß â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò òàêæå ñâîéñòâà ðåøåíèß, â ÷àñòíîñòè, ýíåðãåòè÷åñ-
êèå îöåíêè äëß íåãî. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè îïóáëèêîâàíû â
[12].
Çàêëþ÷åíèå
Äîêàçàííàß â äàííîé ðàáîòå òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòðîãî äåòåðìèíèðî-
âàííîì îïèñàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ òå÷åíèé ñëàáîñæèìàåìîé âßçêîé æèäêîñòè
ÊÃÄ ñèñòåìîé. Îòêðûòîé îñòàåòñß ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèé ÊÃÄ óðàâ-
íåíèé, î êîòîðîé, ïîìèìî àâòîðà [9], óïîìèíàë èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé ãèäðîäè-
íàìèê Ð. Çåéòóíßí (ñì. [6], ñ. 56). Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò òàêæå îáîáùåíèå
ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé äâèæåíèé ñæèìàåìûõ âßçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ
ñðåä, îïèñûâàåìûõ ïîëíûìè êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèßìè.
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